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e Estudar sistemas evolutivos discretos ou continuos, em que o campo de
diregGes é parcialmente conhecido;

e Fornecer ferramentas para analisar sistemas dindmicos sem ter um
conhecimento aprofundado em equagdes diferencias;

e Utilizar o conhecimento parcial ou experiéncia de um profissional para
descrever o comportamento de um sistema, através da teoria de conjuntos
fuzzy.
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Introdugao

Esse minicurso utiliza conceitos na drea de légica fuzzy, que surgem através da
modelagem de variaveis linguisticas como “em torno de”, “aproximadamente”,
“alto” e "baixo” de modo a relaxar a propriedade atribuida a variavel.

Na literatura o termo “légica fuzzy” é usado de duas formas diferentes:

e na teoria conjuntista a fim de manipular informagdes inexatas, através de
uma teoria de conjunto fuzzy geral;

e no sentido de “célculo proposicional”, de modo a estender a légica classica.

© Laécio Carvalho de Barros, Vinicius F. Wasques , Estevao Esmi, Daniel E. Sdnchez , Francielle Santo Pedro Simdes 4



Introdugao

A formulagdo matemadtica de incertezas via légica fuzzy se diferencia da
probabilidade.

Enquanto a estatistica lida com incertezas antes dos eventos ocorrerem, a
matematica fuzzy considera incertezas mesmo apos o evento.

Por exemplo, no langamento de uma moeda a probabilidade estima a “chance”
de cara ou coroa, sendo que apds o langamento ndo ha incerteza.

Enquanto a légica fuzzy infere sobre o resultado, se as faces da moeda nao séo
nitidas.

Figura: Imagens retiradas de: https://www.istockphoto.com/br
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Introdugao

0 foco do minicurso é modelar sistemas de equagdes diferenciais e/ou a
diferengas, através de sistemas parcialmente fuzzy (sistemas p-fuzzy).

Tais sistemas reproduzem “trajetérias” que aproximam trajetérias de sistema
dinamico classico cujo campo é determinado por uma funcao tedrica
f:R" - R™.

A estratégia é modelar a fungdo f por um controlador fuzzy
f(x) ~ D(I(F(x))),
em que
e F é um operador (fuzzuficador) que associa cada entrada x € R" aum
conjunto fuzzy;

e | é um método de inferéncia fuzzy;

e D é um operador (defuzzificador) que associa cada conjunto fuzzy a um
vetor em R".
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Conjuntos crisp

Dado um subconjunto A de um universo U, a fungdo caracteristica de A,
xa : U— {0,1}, é definida por

b () — 1,sex €A
=N 0,sex ¢ A

A fungéo caracteristica de um nimero real a € R é dada por xa;(x) =1, se
X =aouxy(x)=0sex#a.

XA

cV
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Exemplo de conjunto crisp

Considere o conjunto F dos nimeros naturais pequenos:

F = {n € N: népequeno}.

Se a propriedade “pequeno” for precisamente definida, temos:
2r(0) = ¢r(1) = r(2) = ¥r(3) = ¢r(4) =T e r(5) = wr(6) = ... = 0.

Pr = Xr

0]

Figura: Representagao gréfica do conjunto classico F = {n € N: n < 4}.
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Conjuntos fuzzy

Defini¢cdo de subconjunto fuzzy

Seja U um conjunto universo. O subconjunto fuzzy A de U é caracterizado por sua fungédo
de pertinéncia ¢, : U — [0, 1].

A funcao de pertinéncia deve ser entendida da seguinte forma. O valor pa(x) em
[0, 1] é o grau de pertinéncia que o elemento x estd em A, de modo que sua
pertinéncia a A é tanto maior quanto maior for a(x).

No exemplo anterior a propriedade “pequeno” é precisamente definida. No
entanto, dependendo da situacgao, ndo é razoavel que 4 seja considerado
“pequeno” enquanto 5 nao.

Com intuito de ndo fazer uma passagem “brusca” podemos adotar uma fungéo
para descrever essa passagem mais suave.

Propriedade: Se x for pequeno e y < x, entdo y também deve ser pequeno, ou
seja, a fungdo ¢r deve ser decrescente.
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Exemplo de conjunto fuzzy

Considere a seguinte funcéo de pertinéncia:

(1

5—n
220 'se0<n<4
WF(”){S e -

0 ,sen>4

Os numeros 0,1, 2, 3, 4 sdo considerados pequenos, mas com diferentes graus
de pertinéncia.

er(0) =1, @r(1) =0,8, ©r(2) =0,6, ¢r(3)=0,4e¢r(4)=0,2.

Yr

70 6 N
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Operagodes entre conjuntos fuzzy

1. Unido: A unido entre conjuntos fuzzy é dada pela fungao de pertinéncia

eaus(X) = max{pa(x), vs(x)},Vx € U
2. Intersecgao: A interseccao entre conjuntos fuzzy é dada pela funcao de
pertinéncia
ean(X) = min{pa(x), pa(x)}, VX € U;
3. Complemento: O complementar (A") de um conjunto fuzzy A é dada pela
fungéo de pertinéncia
owr (X) = 1= pa(x), ¥x € U.

A B AUB

ANB A A’

U U
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Produto cartesiano fuzzy

O produto cartesiano A; x A, x ... x A, é o subconjunto fuzzy de
Uy x Uz x ... x Up, cuja fungdo de pertinéncia é dada por

DAy xAg ... xAn (X1 X2, -, Xn) = @a, (X1) A pay(X2) A ..o A pa, (Xn),

em que A denota o operador minimo.
Por exemplo, o produto cartesiano fuzzy A x B, tem fungao de pertinéncia dada
por paxs : U x V — [0,1] em que

paxa(U,V) = @a(U) A ps(v) = min{pa(u), pa(v)}-
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Relagao fuzzy

Definicdo

Sejam os universos Uy, Uy, ..., Un. Uma relagédo fuzzy R é um subconjunto fuzzy de
Uy x Uy x ... x Up, cuja fungdo de pertinéncia é dada por

wr: Uy x Uy x...x Uy — [0,1].

O simbolo pgr(x1, X2, ..., Xn) representa a pertinéncia de (x1, X2, ..., X») @ R e pode
ser interpretado como o grau com que X1, X2, ..., X, €stdo relacionados segundo
arelagaoR.
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Composigao de relagoes fuzzy

Sejam U, V e W conjuntos universos, R uma relagdo fuzzy de U x V e S outra
relacaode V x W.

Arelagdo T = Ro Sde U x W é definida por

¢Rros(U, W) = tgg[min{w(ua V), ps(v, w)}].

Definigdo (Regra de composigao de inferéncia)

Sejam U e V dois conjuntos e R uma relagdo fuzzy bindria sobre Ux V. A relagdo R define
um funcional de F(U) em F(V) que, a cada elemento A € F(U), faz corresponder o
elemento B € F(V) cuja fungdo de pertinéncia é dada por

wB(Y) = pra)(Y) = ngrzj[min{s@A(X)w?R(XaY)}]- @)

Essa composigdo é conhecida como regra de composigao de inferéncia.
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Composigao de relagoes fuzzy

Uma variavel linguistica € uma variavel cujo valor é:
o dado qualitativamente por termos linguisticos (que estabelece um adjetivo
da variavel);

e dado quantitativamente por uma fungdo de pertinéncia (um conjunto
fuzzy).

Varidvel Linguistica

Termos
linguisticos

Baixa Média  Alta

I
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Sistemas Baseado em Regras Fuzzy

Um Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF), especificamente controladores
fuzzy, é caracterizado por quatro componentes essenciais:

1. mddulo de entrada (fuzzyficagdo);
2. moédulo de base de regras;

3. mddulo de inferéncia fuzzy;

4. modulo de saida (defuzzyficagédo).

Base de Regras

Entrada real | ] [ | Saida real
—  Fuzzificador Defuzzificador  s—m—
v <™
Inferéncia
N
7
D(I(F(x)))

Figura: Diagrama de um SBRF. O simbolo D(/(F(x))) € uma notagao funcional do SBRF.
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Sistemas Baseado em Regras Fuzzy

e Mddulo de fuzzificagédo: etapa em que as varidveis de entrada reais sao
“traduzidas” por conjuntos fuzzy;

e Regras fuzzy: sdo formadas por regras do tipo
“Se entrada, entdo saida”.

As varidveis de entrada fazem parte do “dominio” e a saida do
“contradominio” do controlador.

Cada conjunto fuzzy dado nas entradas sdo chamados de antecedentes,
enquanto os das saidas sao chamados de consequentes.
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Sistemas Baseado em Regras Fuzzy

Uma base de regras fuzzy é dada por um conjunto de regras R; da seguinte
forma

Ri:SexiéAne...ex, €A, entaou; éBre ... eun éBin.
R,:Sex;1éAxe ...ex, €Ay, entdou; éByre ... eUn € Bo.

®)
Rp:SexiéAme ... ex,€Apm, entdiou; éBpre ... e um é Bpn.
em que

o X, é a k-ésima variavel de entrada;
e Aj é o k-ésimo conjunto fuzzy “antecedente” da regra i
e U; é a j-ésima variavel de saida;

e Bjj é 0 j-ésimo conjunto fuzzy “consequente” do indice i, parai =1,...,p,
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Representacao grafica das regras fuzzy (A;, B))

By
B3
By
B

Ry
R R;

Ry

R

Al AQ A‘g A4 A5

Figura: Representagdo grafica das regras fuzzy (Aq, B1), (A2, B2), (A3, B3), (A4,B4), €
(As, B3). Os triangulos em azul representam os antecedentes, os triangulos vermelhos
representam os consequentes e as regides em cinza representam as regras.

© Laécio Carvalho de Barros, Vinicius F. Wasques , Estevao Esmi, Daniel E. Sdnchez , Francielle Santo Pedro Simdes 19



Sistemas Baseado em Regras Fuzzy

e Método de inferéncia fuzzy sdo os métodos que permitem manipular cada
entrada de modo a obter uma saida;

e Defuzzificagdo: constitui em representar um conjunto fuzzy através de um
numero real. Aqui utilizaremos o centrdide ou centro de massa (CM)

n . .
CM(B) = iz Uipa(U) caso discreto e

> we(u)
uypg(u)du
CM(B) = Jy ups(u)du caso continuo.
J. pa(u)du
©
1
0 Centro de U
Massa
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Método de Inferéncia de Mamdani

A relacao fuzzy de Mamdani M, definida em (X7 x ... x Xp) x (Uy X ... x Um), é
dada pela funcao de pertinéncia

em(X1, .. Xn Uy Um) = o (Xa, . Xay U, Um) V
QDRZ(X‘I,...,Xn,U‘],...,Um)\/

GRy (X1, - -+ s Xn, U1, ..., Um),
onde

Pr (K ot Um) = (o) A Apm ) A (@)
(QOBH(U") ARIA @Bfm(Um))

paratodoi=1,...,p.

Em outras palavras, a relagdo fuzzy M nada mais é que a unido dos produtos
cartesianos fuzzy entre os antecedentes e os consequentes de cada regra.
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Método de Inferéncia de Mamdani

Para um subconjunto fuzzy de entrada

Al X ... X An,

o conjunto fuzzy de saida
Bi x ... x Bm,

pelo método de inferéncia de Mamdani, é dado por A o M = B, cuja fungéo de
pertinéncia é dada por

wB(U) = (Paom)(U) = sgp{w(x) A em(x, u)}, (5)

emqueA=A; x...xA,ex=(X1,...,Xn).
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Exemplo: Entrada Fuzzy

Dada a base de regras, com duas entradas e uma saida

Ry : SeXéA11 eyéA12, entéouéB1
R, :SexéAxeyéAy, entdou é B,

As funcoes de pertinéncia de cada relagao fuzzy R; sédo dadas por

PRy (xy,u) = (@Aﬂ (x) A PAr WA (,031(U)
PRy (xy,u) = (‘PA21 () A PAzz ) A ¥B, (u), (6)

de modo que a funcgao de pertinéncia da relagdo M é
@M(X,%U):@R1(X7Y7U)V¢R2(X7)’au)- (7)
Assim, o conjunto fuzzy da saida final B tem funcao de pertinéncia dada por

SDB(U) = (XUB{(¢A1 (X) A @Az(y)) A @M(va’ U)} (8)
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Exemplo: Entrada Fuzzy

Ry

Ry

_____________ -

U U U

Figura: As duas primeiras linhas representam graficamente as regras Ry e R, com saidas
parciais B; e B, para entradas Aq e A,. A terceira linha representa a saida B produzida via
Mamdani.
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Exemplo: Entrada Crisp

Dada a base de regras
R, :SexéAy ey é A, entdou é B,
2 SexéA21 eyéAzz, entao UéBz

Para uma entrada (a1, az2) € R? crisp, consideramos a fungao caracteristica

1 se(x,y) = (a1, a2) '

X
X(ara2) (%:¥) = 0 caso contrario

e o sistema atua da seguinte forma

defuz.

(a1,a2) e R? - B ==, G e R.
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Exemplo: Entrada Crisp

A A
@ A
R @, (ar) \ A / \P\4( ?)
R R
s
Az Az
@a,,(a1) A /\ A
Iy Pan(a2) \
A\
ay R as R
Saida = °
u R

Figura: A regido em cinza B representa a saida do sistema por Mamdanieu € R
representa o valor defuzzificado de B.
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Aplicagdo Vitalidade das Violetas [2]

Para que uma violeta tenha longa vida sdo necessarios pequenos cuidados
diarios. Por exemplo:

e Ser exposta de meia a uma hora ao Sol pela manha ou pela tarde (pois a
radiagdo UVB é menor nessas horas).

e Ser regada com aproximadamente 33 ml.

A partir da quantidade de dgua (ml) e de quantidade de exposi¢do ao Sol (em
minutos), modelaremos a vitalidade das violetas, via sistemas baseados em
regras fuzzy.
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Aplicagdo Vitalidade das Violetas [2]

e Antecedentes: quantidade de dgua e tempo de exposi¢do no Sol,

; [Peauena Media Grande | Peauend Medio Grande
208 808
S 3
2 g
§ $
So06 So6- 4
H H
3 g
S04 So4-
5 H
4 g
902 Qo2
0 \ 0 A

0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Agua Sol
(a) Antecedente quantidade de agua (A) (b) Antecedente exposigdo ao Sol (S)

Figura: Funcoes de pertinéncia dos antecedentes.
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Aplicagdo Vitalidade das Violetas [2]

e Consequentes: vitalidade das violetas.

Grau de pertinéncia

0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 0.8 0.9 1

Vitalidade

Figura: Consequente vitalidade das violetas (V)
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Aplicagdo Vitalidade das Violetas [2]

A base de regras proposta para essa modelagem, de acordo com um
especialista, € dada na Tabela abaixo.

Sol(S)/Agua (A) | pequena | média | grande
pequeno média boa ruim
médio média boa ruim
grande ruim média ruim

Tabela: Base de regras para o problema de vitalidade das violetas

Com essa base de regras é possivel monitorar a vitalidade da violeta a partir de
cuidados.

Por exemplo, paraa = 40 ml e s = 60 min, o SBRF fornece a saida v = 0, 625.

Este é o valor da vitalidade, numa escala de 0 a 1, que pode ser interpretado
como “médio (alto)” para a vitalidade da violeta.
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Aplicagdo Vitalidade das Violetas [2]

italidade
o
o

Vi
o
N

o0 %

30

20
Sol 0 o 10 Agua

Figura: Superficie obtida através da saida do SBRF via Mamdani, para o exemplo de
vitalidade da violeta.
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Para tragar um paralelo do método de Mamdani com métodos classicos a partir
de um conjunto de dados (base de regras ou tabela) considere a base de regras

Se X entdao Y
Ai=(0;1;2) || (1;2;3) = B
A = (1;2;4) (2;3;4) =
A3 =(3;4;5) || (0;1;2) = B

Supondo a entrada x = 1, 5, temos como saida y=2,5.

Rl Al

X Y

=
o
w|
N

1,5 0 1 2.5 4

Figura: SBRF via método de Mamdani do item 1 a), parax = 1, 5.
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Supondo que os dados da tabela fossem precisos, 0 método do minimos

quadrados produz
1 2,
f(x) = ~3 + 3x — 3%
A partir desta fungéo f, temos que f(1,5) = 2,6667. Por outro lado, o0 SBRF

produz como saida defuzzificaday = 2, 5.

R
4

B

By h) \

Ay 4, Ay

Figura: Representacgéao gréfica da base de regras e da funcao f.
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Método de inferéncia fuzzy de Larsen

0 método de inferéncia fuzzy de Larsen considera o operador produto no lugar
do operador minimo, como usado no método de Mamdani. Isto &,

@R,‘(Xh <oy Xn,Un, . '7Um) - (@An()ﬁ) AN A Q@Am(xn)) . (@Bm(l‘h) ARERWA @Bim(Um))

An App By
ST VAN
R Py (@) \ i / <I< ¢ foreen
R R R
v
An Ay
04, (a1) A /\ A
R Pa,(az) \
A\
a R as R
Saida =
R
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Aplicacao Vitalidade das Violetas via método de Larsen

Tomando os mesmos valores de entrada (como no exemplo de Mamdani)

a = 40 ml e s = 60 min, a saida obtida pelo método de inferéncia de Larsen é
dada por v = 0, 646, significando que a vitalidade pode ser interpretada como
“média (alta)”.

[

2

3

-

—

6;7777

O NN

I
Agua =40 Sol =60

Saida = 0,646 '

Figura: Método de Larsen para o problema de vitalidade das violetas, cuja saida é
v =0, 646.
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Método de inferéncia fuzzy de Tagaki-Sugeno

0 método de Takagi-Sugeno tem fungdes como consequentes no SBRF.
“Se x é alto, entdoy = ax + b".
De um modo geral, o SBRF via Tagaki-Sugeno é dado por

Ry : SeX1 éA]] e ... eXp éA1n, entéoy1 = g1(X1,X2,...,Xn).
Ry :Sexi1éAxe ... exn€Ay, entdoy, = ga(X1,X2, ..., Xn).

Rp:Sex; éApe ... exyéAp, entdo y, = gp(X1,X2, ..., Xn).
A saida obtida por esse sistema é fornecida da seguinte forma

p
> W;.gj(X1, X2, ..., Xn)
=il
y=" - : ©)
2w
J=il

em que w; = pa,(X1) A+ Apa, (Xn), paratodoj=1,...,p.
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Considere o seguinte SBRF dado pelo método de Takagi-Sugeno.

Ry :SexéA, entdoy; =x+2
R, : Sex é Ay, entdo y, = 2x

para todo x € [0, 6], cujas funcdes de pertinéncia dos conjuntos fuzzy A, e A,
sao dados respectivamente por

1, se 0<x<2
ea(X)=92—1x, se2<x<4,
0, sex >4
e
0, sex <2
©a(X) =< Ix—1, se2<x<4.
T sed<x<6
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A saida via método de Takagi-Sugeno é dada por
Y(x) = oa,(X)(X + 2) + 4, (x)(2x).
Portanto,
X+2 se 0<x<2
y(x)=4 2(x* —2x+8) se 2<x<4. (10)
2x se 4<x<6

1
Pa P
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Considere a base de regras dada por:

R, : Se x é pequeno e y é pequeno, entaoz = —x+y — 1
R, : Se x é pequeno e y é grande, entdoz = —0,7y + 4
R3 : Se x é grande e y é pequeno, entdo z = —0, 5x + 2
R, : Se x é grande e y é grande, entdoz =x+y + 3

cujos antecedentes sao representados na figura abaixo.

10

08

06

—— pequeno
-- grande

e
-

04

Membership degree
Membership degree

=
[~}

02

T 0.0

=
nad
a

-4 =
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A saida desse SBRF é dada pela superficie abaixo

Figura: Superficie obtida através da saida do SBRF via Tagaki-Sugeno.
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Sistemas p-fuzzy

A denominacao “sistemas p-fuzzy” significa sistemas parcialmente fuzzy.

Esse tipo de abordagem estuda problemas em que o campo de dire¢des de
uma equacao diferencial é conhecido apenas qualitativamente.

dx
()

X(to) =Xo € R

sendo f descrito por uma base de regras fuzzy, consistente com o modelo a ser
estudado.
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Sistemas p-fuzzy

e Caso discreto:

classico p-fuzzy
Xes1 = F(Xk) ~ X1 = D(I(F (X))
= { XIE01) = Xo X W= { x’201) = Xo '

Neste caso o controlador fuzzy “produz” uma “fungao” F(-) a partir de
propriedades conhecidas. Assim, as solugdes que investigaremos (Xx..1)
devem ter propriedade de Xy ~ X.

e Caso continuo:

Como no caso discreto, a solugdo que interessa é a do sistema (Il), e a
solugdo X, é dada por algum método numérico para EDOs, como por
exemplo o de Euler

Zni1 = %o + hD(I(F (%)),

onde h é o passo.
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Modelo de Malthus

Em dinamica de populagdes é aceito o principio:

“Em cada instante t, a taxa de variagcdo de uma populacgéo é diretamente
proporcional ao tamanho da populagdo”

Malthus modelou essa lei pelo PVI

o =X
dt : (11)
X(to) =X €R

cuja solugéo é x(t) = xoe™.

Agora a partir da lei é possivel escrever a base de regras, considerando t como
entrada e variagao ‘(% como saida.
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Modelo de Malthus

Ry :

Se a populacéo x for muito pouca, entéo a varla(;ao X & muito pouca.
R :

Se a populagédo x for pouca, entdo a variagao dt X é pouca
R;3 : Se a populacéo x for média, entdo a varla(;ao ; € média.
R, : Se a populagdo x for muita, entdo a variagao E é muita.

0 50 100 150 200 250

0 10 20 30 40 50 60 70 80 9 100 110

(a) Conjuntos fuzzy para o antecedente popula- (b) Conjuntos fuzzy para o consequente taxa de
G@o x(1). variagdo %
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Modelo de Malthus

A solugéo x(t) do modelo p-fuzzy é dada através do método classico de Euler:

Xn+1 = Xn + hSBRF¢(Xn),

em que SBRF¢(x,) representa a saida do SBRF, produzido pelo controlador fuzzy.

Por exemplo, se h = 0,1 e xo = 2, temos que SBRF¢(Xo) ~ 4,1062 e assim

X1 =Xo+h- SBRFf(XO) =2+0,1-4,1062 ~ 2, 4106,

e o processo de iteragdo continua de modo similar para x2, X3, . . ., Xn.
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Modelo de Malthus

Com isso, a partir da base de regras dada anteriormente, obtem-se a seguinte
solugdo dada na figura abaixo.

250 T T T T T

Malthus p-fuzzy
—sol. crisp

100 -

50

Figura: Solugdes do modelo de Malthus via sistema p-fuzzy (linha pontilhada em azul) e
via EDO (linha em verde). Os parametros utilizados foramh = 0,1,xg = 2e A = 0,47.
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Modelos populacionais

O primeiro modelo matematico populacional que se conhece é o de Malthus,
visto anteriormente.

Esse é um modelo que ndo pressupde algum tipo de limitagdo (por espaco,
alimentos, recursos em geral) e isso faz com que a populagédo cresga
exponencialmente.

Vimos esse comportamento tanto a partir da solugdo do PVI (11), como a partir
da metodologia p-fuzzy.

A seguir apresentamos o modelo populacional com limitagao de recursos.
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Modelo de Verhulst

0 modelo de Verhulst tem como hipétese que, devido a limitagdo de recursos,
ha competicao entre os individuos.

e Caso discreto:

0 modelo populacional discreto de Verhulst é descrito pela equagéo de
diferencas logistica
Xnp1 = Mo (1= Xn), (12)

em que a variavel x, é a densidade populacional da n-ésima geragéo.

0 Unico estado estacionario da Equagao (12) é dada por

_ 1
X=1-—— 13
X (13)
que é assintoticamente estavel se 1 < A < 3. Para A > 3, o modelo logistico
discreto apresenta uma sequéncia de bifurcagdes, levando a uma dinamica
complexa.
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Modelo de Verhulst

i) Se ) e (1,2), entdo o estado estacionério em (13) é um atrator global e a
sequéncia dada por (12) converge monotonicamente para X.

i) Se\ e (2,3), entdo o estado estacionario em (13) é um atrator global e a
sequéncia (12) converge para X, mas ndo monotonicamente.

i)  Se\ e (3,14 6), entdo o estado ¢ oscilatério de periodo 2, isto &, a
sequéncia (12) assume apenas dois valores fixos que se alternam, digamos

X1 e Xz, dados pelas raizes

DN+ VA=3)(A+T)
B 2\

X

A+ —=V/(A=3)(A+1)
22X )

|

Nesse caso, o ponto fixo X é instavel.
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Modelo de Verhulst

e Andlise de (12) via p-fuzzy:

Aqui adotamos um sistema baseado em regras fuzzy e a solugao é dada por

Xn+1 = FRBSt(Xn), Xx(0) =xo € R, (14)

A solugao do sistema (14) é obtida por
X1 = Xn + AXn , (15)

sendo que a variagao da fungdo Ax, é a saida do controlador fuzzy na k-ésima
iteragao.
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Modelo de Verhulst

Considerando X como a variavel de entrada e AX a de saida, temos a base de
regras tipica para modelo logistico.

r : Se X é “baixa” (A1), entdo a variagdo (AX) é “baixa positiva” (B>).

ro : Se X é “média baixa” (A,), entdo a variagdo (AX) é “média positiva” (Bz).
r; : Se X é “média” (A3), entdo a variagdo (AX) é “alta positiva” (Bs).

ry : Se X é “média alta” (A,) entdo a variagdo (AX) é “média positiva” (Bs).
rs . Se X é “alta” (As) entdo a variagdo (AX) é “baixa positiva” (Bz).

re : Se X é “muito alta” (A¢) entdo a variagdo (AX) é “baixa negativa” (B,).
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Modelo de Verhulst

X, X+

Figura: Antecedentes da populagé@o X para o modelo logistico, em que Xj representa a
populagao inicial e X* a capacidade suporte do meio.
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Modelo de Verhulst

By

0.6 +
0.4+

0.2+

0

Lins 0 Lgup

Figura: Consequentes da variagdo AX para o modelo logistico, em que [Ljnf, Lsup]
representa o intervalo de valores possivel para AX.
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Modelo de Verhulst

0,474 = 1
04r 1
For A =1.9
03r —#— p-fuzzy solution | |
—#&— analytic solution
0.2 1
01 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura: Solugdo discreta obtida pelo sistema p-fuzzy (15) e solugéo analitica do modelo
logistico (12), para A = 1,9 e X ~ 0, 474.
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Modelo de Verhulst

0.643 - 1

05 1
For A =28

04r —»— p-fuzzy solution | |

036 —=&—analytic solution| |

0.2 1

01 1

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Figura: Solugdo discreta obtida pelo sistema p-fuzzy (15) e solugéo analitica do modelo
logistico (12), para A = 2,8 e X ~ 0, 643.
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Modelo de Verhulst

0.7377

0.5902
051

For X =3.05

—#—p-fuzzy solution
—&—analytic solution

031

0.2 1

Figura: Solugdo discreta obtida pelo sistema p-fuzzy (15) e solugéo analitica do modelo
logistico (12), para A = 3,05, x7 ~ 0,5902 e X7 ~ 0,7377.
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Modelo de Verhulst

No primeiro caso podemos observar a convergéncia monétona e assintdtica da
solugdo parax = 1— ;5 ~ 0,474.

0 segundo caso ilustra a convergéncia da solugdo parax =1 — 218 ~ 0,643,
que se da de forma oscilatéria.

O terceiro caso apresenta a dindmica de bifurcagéo, com oscilagéo de periodo 2
assumindo os valores x; ~ 0,5902 e X, ~ 0,7377.

Cada um dos casos temos que o sistema p-fuzzy capta o comportamento
dindmico do caso classico.
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Modelo de Verhulst

e Caso continuo:

0 modelo tradicional de Verhulst para crescimento populacional é regido pelo
seguinte PVI

{Zf - w(1-3) = {lgﬁ = 2(-%), (o
X(to) = Xo X(to) = Xo

onde a é a razdo de crescimento intrinsica e K é a capacidade suporte.

As solucdes classicas de (16), que representam as populacgdes x(t) em cada
instante t, sdo dadas por

X(t) = — K a7)

o =Tl
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Modelo de Verhulst

300
x0 =275
250
225+

x0 =K
175

Populagio

125

o R . . . . iy
0 5 10 15 20 25 30 ¢
Tempo

Figura: Trajetérias do modelo continuo de Verhulst com capacidade suporte K = 200 e
condigdes iniciais xg = 25, xg = 200 e xo = 270.

© Laécio Carvalho de Barros, Vinicius F. Wasques , Estevao Esmi, Daniel E. Sdnchez , Francielle Santo Pedro Simdes 60



Modelo de Verhulst

e Solugdo via p-fuzzy:

Para tragarmos um paralelo nas formulagdes das regras fuzzy com o modelo
classico, analisaremos

1dx :a(pg) = f(x), (18)

em que f é afim.

Note que a Equagéo (18) estd escrita em fungdo da taxa de crescimento
especifico. Esta formulagao facilita a elaboragao das regras do sistema p-fuzzy.

Denotaremos X para a populagéo (entrada) e )1—((2—): (saida) para a taxa de

crescimento relativa por unidade de tempo (ou taxa de crecimento especifico).
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Modelo de Verhulst

De acordo com a Equag&o (18), temos que as regras para a variagdo especifica
devem “decrescer” com x.

R, : Se (X) é “muito baixa” (A,) entao a )1(‘(%( é “alta positiva” (B1)

R, : Se (X) € “ baixa” (A;) entdo a 5 % ¢ “alta positiva” (B, = By)

R; : Se (X) é “média” (A3) entdo a 5 & é “média positiva” (Bs)

)

)
R, : Se (X) é “média alta” (A4) entdo a 2 é “média positiva” (Bs = Bs)
)
)€

Rs : Se (X) ¢ “alta” (As) entdo a 5 & é “baixa positiva” (Bs)

Rs : Se (X) é “altissima” (A¢) entdo a x % ¢é “baixa negativa” (Bs)

Tabela: Regras para o modelo fuzzy (18).
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Modelo de Verhulst

1.0

0.8
. !
g —— Baixissima
2061 - Baixa
o ~ Media
G —— MediaAlta
é 044 — Ata
@ ---- Altissima
= ;

02 /

0.0 .

0 50

100 150 200
Populacao

Figura: Fungdes de pertinéncia da populagéo X.
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Modelo de Verhulst
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\ { /
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Figura: Fungdes de pertinéncia da variagao especifica % ‘Zj—)f.
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Modelo de Verhulst

Para efeito de ilustragdo optamos pelo método numérico de Euler para obter a
solugdo via p-fuzzy (para a fungdo SBRF¢(x,)) e chegamos:

Xn41 = Xn + hxnSBRF¢(Xn),

cuja representacao grafica pode ser vista na figura abaixo com passo
h = 0,001.

Populagao

TEmpo

Figura: Trajetéria do modelo p-fuzzy continuo referente a Tabela 2. Curva continua com
Xo = 10 e curva tracejada com xp = 240.
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Modelo de Verhulst via Mamdani e Larsen

250

—Logistico p-fuzzy Mamdani
200F = -Logistico p-fuzzyLarsen | 00— T T T TT

Populagdo
<) @
o o

50

0 . . . . . . . | .
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo

Figura: Trajetéria do modelo p-fuzzy continuo com xg = 10 através do método de
inferéncia fuzzy de Larsen (linha tracejada) e Mamdani (linha continua).
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Modelo de Verhulst via Tagaki-Sugeno

Para o controlador do tipo Takagi-Sugeno, a metodologia p-fuzzy pode se tornar
redundante ja que neste caso o PVI classico é equivalente ao p-fuzzy, isto &,

{ % — SBRF(x)  _ { % = ()
X(to) = Xo X(to) = Xo

Considere a seguinte base de regras:

R1 : Se x é pequeno (A1), entdo f; = g
R, : Se x é grande (A;), entdo f, = 1%)( ’
onde
(x) = 1-x, 0<x<1 & (x) = X O]
gl 0, caso contrério. ¥22%) =1 0, caso contrario. -
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Modelo de Verhulst via Tagaki-Sugeno

A variagao % = f(x) obtida pelo sistema de inferéncia Takagi-Sugeno é dada
por
x)(% x) (X
f(X) B ‘PA1( )(2) +QDAQ( ) ( 2 ) :X(1 7X).
PA; (X) + ©a, (X)
025 1
0.20 1
015 1
- 0.10
0.05
0.00
0 IO 0 I2 0 I4 D.IG DIS ]_IO

Figura: Fungdo (68) obtida pelo método de inferéncia Takagi-Sugeno.
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Modelo de Verhulst via Tagaki-Sugeno

10 A

=
[¥]
S
=]
=]
54

Figura: Solugdo do modelo de Verhulst via p-fuzzy com o método de inferéncia de
Takagi-Sugeno.
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Sistemas p-fuzzy n-dimensional

A mesma técnica utilizada no caso unidimensional pode ser estendida para o
caso n-dimensional. Por exemplo, considerando um PVI bidimensional dado por

dx
~rien SBRF:(x,y),

= SBR:"—g(X,y)7 (19)

dy
dt
x(a) = xo € R,
y(a) =yo € R.

o método de Euler pode ser novamente utilizado, considerando como saida as
taxas especificas de variagao, obtendo as estimativas da seguinte forma:

Xn+1 = Xn + h - SBRF¢(Xn, ¥n) ,
Yni1 = Yn +h - SBRFg(Xn, ¥n)

onde h é o passo e SBRF¢, SBRF, sdo as aplicactes (saidas) produzidas pelo
controlador fuzzy.
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Modelo presa-predador de Lotka-Volterra

0 modelo presa-predador classico de Lotka-Volterra pressupde que:

1. Tanto as presas como os predadores estdo distribuidos uniformemente
num mesmo habitat, ou seja, todos os predadores tém a mesma chance de
encontrar cada presa;

2. 0 encontro entre os elementos das duas espécies seja ao acaso, a uma
taxa proporcional ao tamanho das duas populagdes, ja que quanto maior o
numero de presas, mais facil serd encontra-las e quanto mais predadores,
maior o nimero de ataques;

3. A populagéo de presas cresce exponencialmente na auséncia de
predadores (crescimento ilimitado por escassez de predadores);

4. A populagédo de predadores decresce exponencialmente na auséncia de
presas (decréscimo por escassez de alimento);

5. A populagdo de predadores é favorecida pela abundancia de presas;

6. A populagao de presas é desfavorecida pelo aumento de predadores.
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Modelo presa-predador de Lotka-Volterra

Estas seis hipoteses sao resumidas nas equagdes abaixo, denominadas
Modelo de Lotka-Volterra:

%—ax— X

g — XY

d

%:—W+Wy. (20)
x(0)=x0€R

y(0)=yo €R

As varidveis de estado x e y sdo, respectivamente, quantidade de presas e
quantidade de predadores em cada instante t.

Os parametros representam:

e a :taxa de crescimento da populagao de presas na auséncia de predadores;

e 2 : aeficiéncia de predagao;

T wle @

e b : taxa de mortalidade de predadores na auséncia de presas;

e Xo €Yo : populagdes iniciais.
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Solugao classica para o modelo presa-predador

90
80 -

70

8o ——Presa

50 —Predador

40
30
20

10W

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura: Modelo presa-predador coma = 0,1, = 0,01,b = 0,05, 3 = 0,001,xo = 50 e
Yo = 15.
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Solugao classica para o modelo presa-predador

Os pontos criticos do sistema (20) sdo: (0, 0), um ponto de sela instével, e
(%7 %) que é um centro estavel.

Numero de predadores
>

20 30 40 50 60 70 80 90
Numero de presas

Figura: Plano de fase do modelo de Lotka-Volterra (20).
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Modelo presa-predador via p-fuzzy

Por meio de um sistema p-fuzzy bidimensional continuo, reproduzimos um
plano de fase semelhante ao do modelo continuo de Lotka-Volterra. Para isto é
necessario reinterpretarmos as seis hipéteses comentadas anteriormente:

1. dentro de cada espécie, 0 ambiente nédo previlegia nenhum individuo.
Portanto é natural que as varidveis de estado sejam apenas quantidades;

2. hainteragao entre as espécies;

3. nado ha autoinibicdo nas presas, isto é, para um dado ndmero de
predadores, o crescimento especifico das presas é constante, podendo ser
positivo ou negativo;

4. como em “3.", para um dado nimero de presas, o crescimento especifico
dos predadores seja constante, podendo ser positivo ou negativo;

5. o crescimento especifico dos predadores aumenta com o nimero de
presas;

6. o crescimento especifico das presas diminui com o aumento dos
predadores.

Resumidamente, as hip6teses de “3" a “6” indicam que, a interagao é tipica de
presa-predador e que, mantendo-se uma espécie constante, a outra tem
crescimento (decrescimento) malthusiano, isto é, tem crescimento especifico
constante.
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Modelo presa-predador via p-fuzzy

Como no caso unidimensional, temos duas variaveis linguisticas de entrada e
duas varidveis de saida:

e quantidade de presas (X) e quantidade de predadores (Y);

e variacao relativa da quantidade de presas por unidade de tempo ( ! dX) e

variagdo relativa da quantidade de predadores por unidade de tempo (:7 d—:)

Os valores assumidos pela varidvel X sdo: baixa (A1), média baixa (A2), média
alta (As3) e alta (A4) e pela variavel Y sdo baixa (B1), média baixa (B;), média alta
(B3) e alta (Ba).

. ) 1dX 1dY il
Ambos os crescimentos especificos, X dr © v g assumirdo os valores alto

positivo (P), baixo positivo (P1), baixo negativo (N;) e alto negativo (N).
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Modelo presa-predador via p-fuzzy

Graus da Petingncia

Graus da pertingncia

0 50 100 150 200 250 [ 1 2 a 4 5 [ 7
x v

(a) Presas (X) (b) Predadores (Y)

Figura: Funcdes de pertinéncia dos antecedentes.
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Modelo presa-predador via p-fuzzy
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Figura: Funcdes de pertinéncia dos consequentes.
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Modelo presa-predador via p-fuzzy

A partir das seis reinterpretacdes para as hipétese de Lotka-Volterra feitas
acima propomos a seguinte base de regras fuzzy.

A 4 3~ 10X 3 1dY 4
SeXeAjeYéBentdo y s €Pre v €Ny

SeXéA,eYéBentdo s X épe J & éN,
SeXéAseYéBientdo ;X éPe & éP
SeXéAseYéBentdo ;K éPe Y épP,
SeXéAjeYéBentdo XK éPre % éN,
SeXéAreYéByentdo X éPre I &N,

SeXéAs;eY éB;entao

SeXéAseYéByentdo y X éPre ;U éP,
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Modelo presa-predador via p-fuzzy

N1e

(D~

SeXéA;eYéBsentdo ; &
SeXéAeYéBsentdo y X éN; e
SeXéAseYéBsentdo ;X éN; e

SeXéAseYéBsentdo y X éN; e

1dX

SeXéAieY éByentdo x5

éN, e

1dX

SeXéAyeYéB,entdo y 5

éN,e

1dX

SeXéAseYéByentdo y X éN,e I é P

SeXéAseYéBsentdo ;%X éNye 79 P,
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Modelo presa-predador via p-fuzzy

De forma semelhante as regras para o modelo de Verhulst, aqui também valem
“dado o valor de uma varidvel, a taxa especifica da outra é constante.”

A figura abaixo é apresentada para tragarmos um paralelo com a representagao
do campo de dire¢des de equagdes diferencias classicas.

Presa

N : :
H-i L Pus ) : -—o}
By 11 ; “ pr o}
Ba {. . r» L L E
1 te L.
5 .7
As As Ay '

Ay
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Modelo presa-predador via p-fuzzy

Utilizando o Método de Inferéncia de Mamdani e a defuzzificagdo do Centro de

Gravidade obtemos os valores 1% e IQ
x dt " ydt

Como as saidas sdo )1(% e }1/% devemos multiplica-las pelas entradas x e y,
r dx dy
respectivamente, para obter & e @

Assim, em cada instante t, 0 numero de presas e de predadores sdo estimados
por algum método numérico, como o de Euler, na seguinte forma:

{x,,H = Xn + h Xn SBRF¢(Xn, Yn) 21)

Yn+1 = Yn -+ hyn SBRFg(Xn, Yn)
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Modelo presa-predador via p-fuzzy

As simulagbes das trajetérias produzidas pelo sistema p-fuzzy seguem os
passos:

e Para comegar o processo, adotamos os valores xo = 100,y = 3,h=0,1e
to = 0.

e Dados iniciais para o controlador fuzzy: a populagdo de presas xp € a de
predadores yyo;

e As saidas fornecidos pelo controlador fuzzy, multiplicadas pelas entradas,
fornecem os valores: xoSBRF¢(Xo, Yo) € YoSBRFy(Xo, Yo);

e Por (21), encontramos x; e yy;

e X7 e y1 sd0 0s novos valores de entrada do controlador e assim
sucessivamente.
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Modelo presa-predador via p-fuzzy
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Figura: Solugéo para o modelo de presa-predador via p-fuzzy, cujos parametros sao
Xg = 100,y0 = &), = 0,Tety =0.
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Modelo presa-predador via p-fuzzy
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Figura: Plano de fase do sistema p-fuzzy para xo = 100 e yo = 3.
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Modelo presa-predador via p-fuzzy

e Com os dados iniciais adotados e o sistema p-fuzzy dado pela base de regras
sugerida, combinadas com o sistema (21), é possivel concluir que o ponto de
equilibrio é Pe = (77,5; 3, 5).

e Se estivéssemos interessados em encontrar os parametros de um modelo de

Lotka-Volterra classico para produzir as trajetdrias, poderiamos comparar as
coordenadas de P, com as do equilibrio tedrico, P = (% g), para obter
relagdes entre a, b, a e 8. Dai, usar ajustes para, finalmente encontrar cada um
desses parametros.
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Equilibrio e estabilidade de sistemas baseados em regras

e O conceito de equilibrio de um sistema baseado em regras é o mesmo de
equacoes diferenciais, isto é, estados cuja variagao é nula. Porém, neste caso, a
investigacao de tal equilibrio é realizada a partir da base de regras.

e Uma condigéo necessaria e suficiente para a existéncia de pontos de
equilibrio é que haja mudanca de sinal nos consequentes de uma base de
regras ordenada, cujas fungdes de pertinéncia sdo continuas.

¢ O estudo de estabilidade do equilibrio seria realizado pelo método direto de
Lyapunov, o qual se utiliza de uma funcéo V(x) positiva definida, numa
vizinhanga U do equilibrio X. Tal método diz que, num equilibrio X devemos ter
V(x) =0, V(x) > 0paraxemU\ {X}. Assim,

e Se V'(x) < 0em U\ {X}, entdo o equilibrio é assintoticamente estavel;

e SeV'(x) > 0em U\ {x}, entdo o equilibrio é instavel.
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Equilibrio e estabilidade de sistemas baseados em regras

Em um sistema baseado em regras fuzzy ndo temos em méaos o campo de
diregbes f. Dessa forma, o estudo de estabilidade por meio do sinal dos
autovalores do sistema linearizado torna-se inviavel.

Esse foi 0o motivo que levou a explorar o método direto de Lyapunov introduzido
em [3], ja que a fungdo V(x), mesmo nas equagdes diferenciais classicas, pode
ser escolhida independentemente do conhecimento do campo f.

Para ilustrar essa metodologia vamos estudar o sistema SIS
(suscetivel-infectado-suscetivel) com dinamica vital e populagéo total
constante.

Essa hipotese faz com que S + 1 = N e, do ponto de vista de dinamica, basta
investigarmos a evolugdo de uma das classes, que a outra € obtida pelo
complementar (I = N — S).
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Equilibrio e estabilidade de sistemas baseados em regras

Assim, adotaremos S como varidvel de estado e entrada do sistema fuzzy

- , 1dS . , .
enquanto a variagdo especifica sqgr e saida do sistema.

0 modelo epidemiolégico SIS pressupde que individuos nao adquirem
imunidade, isto é, cada infectado que se recupera passa a ser suscetivel
imediatamente.

Essa hipotese faz com que as regras sejam norteadas pelo seguinte raciocinio:
quando o numero de suscetiveis é pequeno, surgem poucos casos hovos de
infectados, o que contribui para que a classe de suscetiveis ndo diminua.

© Laécio Carvalho de Barros, Vinicius F. Wasques , Estevao Esmi, Daniel E. Sdnchez , Francielle Santo Pedro Simdes 89



Equilibrio e estabilidade de sistemas baseados em regras

Além disso, como a populagao total é constante e todos os individuos nascem
suscetiveis, a populagéo de suscetiveis aumenta.

Por outro lado, a medida que o nimero de suscetiveis vai crescendo, novos
casos da doenga vao surgindo, de forma que a variagao na classe de
suscetiveis (embora ainda positiva) diminua.

Quando o nimero de suscetiveis é suficientemente grande (neste caso
denominado como “alto”), o nimero de novos casos de infecgao também
cresce e isso faz com que a variagdo na classe dos individuos suscetiveis
passe a ser negativa.

Resumidamente escolhemos as regras fuzzy abaixo para nosso sistema:

R: : Se S for “baixo” (B) entéo ; dt é “ alto positivo” (AP)

R, : Se S for “médio baixo” (mB) entao %%’f é “baixo positivo” (bP)

Rs : Se S for “médio alto” (mA) entéo 1% ¢ “baixo positivo” (bP)

R, : Se S for “alto” (A) entdo 1% ¢ “baixo negativo” (bN)
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Equilibrio e estabilidade de sistemas baseados em regras
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Figura: Funcdes de pertinéncia para S.
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Equilibrio e estabilidade de sistemas baseados em regras
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Equilibrio e estabilidade de sistemas baseados em regras

Com as fungdes de pertinéncia escolhidas (continuas) para os conjuntos fuzzy
da base de regras, de acordo com [4], o estado de equilibrio S existe e é obtido
pela intersecgao entre os conjuntos fuzzy médio alto e alto, antecedentes das
terceira e quarta regras.

Isso é consequéncia da troca de sinais nos consequentes dessas regras - baixo
positivo e baixo negativo.

Assim, S = 67, 5. Mais ainda, como esses consequentes passam de positivo
para negativo, a saida F(s) do sistema fuzzy é tal que, para s numa vizinhanga
U\ {S},F(s) >0ses<SeF(s)<0ses>S.
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Equilibrio e estabilidade de sistemas baseados em regras

F(s)
bP
S U
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bN mA A

Figura: Vizinhanca U em que a saida F(s) do sistema fuzzy troca de sinal.
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Equilibrio e estabilidade de sistemas baseados em regras

Note que V(s) = (%) (s — 8)% é uma fungéo positiva definida e
V'(s) = VV(s)F(s) = (s — S)F(s) < 0 paratodo s em U\ {S}.

Assim, S é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel. ~ _
Consequentemente, a doenca tende a se estabilizar no equilibrio (S, N — S).

100

RN

= Suscetivel
Infectado

20

T T T T T T
o 20 40 60 B0 100
Empo

Figura: Evolucdo temporal dos suscetiveis e infectados com condigdes iniciais S(0) = 80
el(0) = 20.
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Equilibrio e estabilidade de sistemas baseados em regras

0 método de inferéncia fuzzy adotado neste trabalho foi de Mamdani, no
entanto queremos ressaltar que o método de inferéncia de Takagi-Sugeno
também poderia ser utilizado.

Nesse caso, pode se ter explicitamente a saida do controlador, representando o
campo de dire¢gdes da equagao diferencial, e ai a metodologia aqui proposta
ficaria semelhante a que se encontra na literatura de equagdes diferenciais, com
a observagao que o equilibrio seria obtido via base de regras.

0 estudo da estabilidade dos estados de equilibrio poderia ser feito por meio da
linearizagdo da saida do sistema fuzzy, uma vez que o método de
Takagi-Sugeno fornece explicitamente tal saida.
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Equilibrio e estabilidade de sistemas baseados em regras

No caso do modelo SIS com populagao total constante e dinamica vital, a
metodologia utilizada pode facilitar a estimativa de importantes pardmetros
epidemioldgicos, que determinam sob quais condigdes a doenga se propaga na
populacao.

A obtengao desses parametros nos modelos deterministicos classicos envolve
o conhecimento de taxas nem sempre faceis de serem medidas (como a taxa
de contato, por exemplo).

A partir de taxas demograficas e valores conhecidos para uma doenga
especifica (como taxa de recuperagdo), podemos estimar o valor de
reprodutibilidade basal a partir das fungdes de pertinéncia, que nos modelos
deterministicos envolve o conhecimento das taxas de natalidade, recuperacao e
contato.
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Modelo Epidemioldgico SIR

Esse é um dos primeiros modelos epidemioldgicos conhecido, proposto em
1927 por Kermack e MC Kendrick, alguns anos apés a fomosa epidemia da gripe
espanhola de 1918.

0 modelo matematico deterministico é dado pelo conjunto de equagoes

diferenciais
d d
g = A9 g -
G = BSl—4l & Ta= 35S —v (22)
& = —~l &K =

onde S, | e R representam os nimeros de suscetiveis, infectados e recuperados,
respectivamente. Os parametros 3 e  representam as taxas de contato e
recuperagao, respectivamente.

As equagdes acima pressupde que o modelo SIR é sem dinamica vital e a
populagao total (N) é constante,onde N = S + [ + R.
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Modelo Epidemioldgico SIR
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Figura: Solugé@o do modelo SIR classico.
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Modelo Epidemioldgico SIR
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Figura: Plano de fase do modelo classico SIR.
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Modelo Epidemiolégico SIR via p-fuzzy

Nas figuras anteriores vemos as curvas das proporgdes de suscetiveis,
infectados e recuperados do modelo (22), com 3 = 0.27 e v = 1/15, bem como
o plano de fase do modelo (22).

I

M

Figura: Representacgéo grafica da base de regras na forma de vetores de dire¢des.
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Modelo Epidemiolégico SIR via p-fuzzy
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Modelo Epidemiolégico SIR via p-fuzzy
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Modelo Epidemiolégico SIR via p-fuzzy

Para o modelo p-fuzzy vamos estudar apenas as primeiras duas equagdes. O
numero de recuperados sera obtido separadamente substituindo / na terceira
equacao.

Nas primeiras duas equagdes cada variagao especifica depende da outra.

Assim, para cada / fixo, %% também é fixo. Consequentemente, para cada S

1dl ,
fixo, it é fixo.

A base de regras é baseada nas taxas especificas de variagé@o por unidade de
i 1dS 1dl
tempo, indicadas por - — e -

Sat & dr dependendo da populagéo S e l.
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Modelo Epidemiolégico SIR via p-fuzzy

Para as variaveis de entrada, temos os seguintes conjuntos fuzzy:

e Suscetiveis: Alto (A), Médio Alto (MA), Médio Baixo (MB) e Baixo (B).
o Infectados: Alto (A), Médio (M) e Baixo (B).

Para as variaveis de saida, temos os seguintes conjuntos fuzzy:

e Variagdo Suscetiveis: Alta Negativa (AN), Média Negativa (MN) e Baixa
Negativa (BN).

e Variagdo Infectados: Alta Negativa (AN), Média Negativa (MN), Baixa
Negativa (BN), Alta Positiva (AP) e Baixa Positiva (BP).
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Modelo Epidemiolégico SIR via p-fuzzy
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Figura: Conjuntos fuzzy nos antecedentes.
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Modelo Epidemiolégico SIR via p-fuzzy
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Modelo Epidemiolégico SIR via p-fuzzy

Como as saidas sdo %% e 17% devemos multiplica-las pelas entradas S e |,
dl

respectivamente, para obter dfs e —
P P at € at

Para fins de ilustragé@o, optamos pelo método de Euler obtendo as estimativas
da seguinte forma:

Sni1 Sn + hSn SBRF¢(Sn, In)
[t In -+ hln SBRF(Sn, In)
Ros1 Rn — h[Sn SBRF(Sn, In) + In SBRFy(Sn, In)]

sendo que h é a etapa e SBRF = (SBRF¢, SBRFy) é a a saida produzida pelo
controlador fuzzy.
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Modelo Epidemiolégico SIR via p-fuzzy
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Figura: Solugdo do modelo SIR p-fuzzy com Sy = 0,8, /5 = 0,2e Ry = 0.

Para este caso, usamos o método de Eulercomh = 0,001,t, = 0,S; = 0, 8,
lo=0,2eRy =0.
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Modelo Epidemiolégico SIR via p-fuzzy
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Figura: Plano de fase do modelo SIR p-fuzzy com S; = 0,8,/ = 0,2e Ry = 0.
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Modelo de reagao quimica

Reagdes quimicas sdo dadas basicamente por transformagdes que envolvem
uma ou mais substancias (reagentes) que resultam em uma nova substancia
(produto) com diferentes propriedades que as anteriores.

Nessa aplicagao focamos em um modelo de reagé@o quimica consecutiva, isto &,
reagbes quimicas da seguinte forma

— C, (23)

com taxas de reagoes ki € k.

Esse processo quimico pode ser descrito pelo seguinte PVI [2]

% — kAl [A(0)] = [Ad]
% = ki[A] — k2[B], [B(0)] = [Bo] - 24)
% — ka[B], [C(0)] = [Co]

em que [X] representa a concentracao do reagente X.
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Modelo de reagao quimica via p-fuzzy

Alternativamente podemos estimar solugées de (24) por meio de um sistema
p-fuzzy dado por

‘(17? = SBRF;,(A) A(0) = [Ad]
%’f = SBRFy,(A,B) B(0) = [Bg] - (25)
dc

4 = SBRF(B)  C(0) = [Cd]

Adotamos que as variaveis de entrada (antecedente) assumem 4 classificagoes
linguisticas e que as de saida (consequente) assumem 6 classificagdes.

Antecedente Consequente
1. “baixo” (A1 e By) “negativo alto” (N3)
2. | “médio baixo” (A, e By) | “negativo médio” (N2)
3. | “médio alto” (As e B3) “negativo baixo” (N1)
4, “alto” (A4 e By) “positivo baixo” (P1)
S “positivo médio” (P;)
6. “positivo alto” (P3)
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Modelo de reagao quimica via p-fuzzy

Antecedentes X Antecedentes X,

127 T T 1 1.2 T
Ap Ay Az Az Ay By By Bs B,

1
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Figura: Antecedentes do sistema baseado em regras fuzzy para o modelo de reagées
quimicas consecutivas.
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Modelo de reagao quimica via p-fuzzy
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Modelo de reagao quimica via p-fuzzy

Ao A,

B‘L " - - - B | t
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Figura: Representagao gréfica das regras fuzzy baseada no campo de dire¢cdes do modelo
de reagdes quimicas consecutivas. As setas representam as diregoes e magnitudes das
taxas de variagao.
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Modelo de reagao quimica via p-fuzzy

- = =X, (p-fuzzy [A])
= = =X, (p-fuzzy [B])
] = = =X (p-fuzzy [C])
\ [A] ( sol. analitica )
\ [B] ( sol. analitica )
] ( sol. analitica )

o
3

4
o

Concentragdo
I
=

0.2

Figura: Solucdes analitica e via p-fuzzy do PVI dado em (24) com [Ag] = 1,[Bg] =0 e
[Co]l = 0.
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Modelo economico de Goodwin

Em termos gerais, o modelo proposto por Goodwin consiste em um par de
equagOes diferenciais ordinarias que descrevem a interagdo dindmica entre os
niveis de emprego (v) e a distribuicdo da renda em uma economia, expressa
pela parcela salarial (u), em um contexto de crescimento econdémico.

0 modelo de Goodwin estrutura-se a partir de sete premissas:

1) Constante progresso técnico;
2) Crescimento constante da for¢a de trabalho;

3) Somente sdo empregados dois fatores de produgao (trabalho e capital)
ambos homogéneos e ndo especificos;

4) Todas as quantidades s&o reais e liquidas;

5) Todos os salarios sdo consumidos, e todos os lucros sdo poupados e
reinvestidos;

6) A razdo capital produto é constante;
7) Ataxa de saldrio real é crescente na vizinhanga do pleno emprego.
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Modelo economico de Goodwin

Tais premissas se resumem no seguinte sistema de equacoes

1dv 1 1
vt (;‘a‘ﬁ)‘;“

; (26)

onde

e v é o nivel de emprego;
u é o nivel salarial;

« € a taxa de crescimento exdgeno na produtividade do trabalho;
e 3 é ataxa de crescimento exdgeno da populagao;

o é arelacao capital-produto;
e v e p sao parametros econdémicos.
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Modelo economico de Goodwin via p-fuzzy

As premissas do modelo de Goodwin apresentam a mesma propriedade do
modelo de Lotka-Volterra:

“dado o valor de uma varidvel, a taxa especifica da outra é constante”  (27)

Cada uma das variaveis de entrada V e U é classificada nos subconjuntos fuzzy
baixo (A1 e By), médio baixo (A, e By), médio alto (Az e B3) e alto (A, e By).

As variaveis de saida assumem os termos negativa (N,), negativa baixa (N1),
positiva baixa (P;) e positiva (Py).
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Modelo economico de Goodwin via p-fuzzy

i l baixo meédio F;a:xa I médio alto 'a[m
0.5 4

0 T T n T T n

3 neéa.’ iva I Inegaﬁv‘a baixa: _posiﬁlva baixla ‘ pﬂsf‘tim
0.5 4

Figura: Conjuntos fuzzy nos antecedentes (subfigura acima) e nos consequentes
(subfigura abaixo).
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Modelo economico de Goodwin via p-fuzzy

B, B> B3 B,

S

taxa de emprego

Parcela salarial

Figura: Representacéo grafica da base de regras na forma de vetores de dire¢des.
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Modelo economico de Goodwin via p-fuzzy

Ri: SeV é A elU é By entao %C?t
Ryt Se V é Ay e U é By entao -4

Rg: SeV é Ay e U é Bs entao %%
Rg: SeV é A; e U é By entao %%

y . ; o 1dV
Rys: Se 'V é Az e U é By entao 5

Rig: SeV é Ay eU é B, entao %%

Figura: Regras fuzzy usadas para o modelo de Goodwin.
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Modelo economico de Goodwin via p-fuzzy

A partir da base de regras proposta e do método de Mamdani, as trajetérias
para u e v sdo dadas numericamente por

Vnt1 = Vi + hvaSBRFy(Va, Un)
Un+1 = Up + hupSBRFy(Vn, Un)

Consideremos o sistema p-fuzzy para simular o comportamento dinamico das
variaveis u e v para as economias da Finlandia e da Alemanha.
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Modelo economico de Goodwin via p-fuzzy

Os diagramas de fase da solugdo p-fuzzy (para u e v) e dos dados econémicos
histéricos da Finlandia (de 1960 até 1994) e para Alemanha (de 1956 até 1994)
sdo apresentados abaixo.

—6—u-v (historicos)

&—u-v (p-fuzzy)
0.94 * média histérica
*+  média p-fuzzy

—S—u-v (histéricos)
0.9 S u-v (p-fuzzy)

*  média histérica
*  média p-fuzzy

09
0.8 0.88
0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 058 06 062 064 066 068 07 072 074 076 078
u u

(a) Solugéo p-fuzzy para dados econémicos da Fin- (b) Solugdo p-fuzzy para dados econémicos da
landia entre 1960 e 1994. Alemanha entre 1956 e 1994.

Figura: Solugdes p-fuzzy para o modelos de Goodwin.
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